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摘要: 本文提出相关系数A RM A (p , q)序列分析方法。相关系数A RM A (p , q)序列是从非平稳序列中分离出

的一类工程上常见且便于研究的时间序列,在模式识别、故障诊断、信号处理、自动控制和结构响应分析等领

域有着广泛的应用。传统的相关函数A RM A (p , q)序列仅是它的一个特例。文中建立了相关系数A RM A (p ,

q)序列的条件极大似然估计和精确极大似然估计,前者在样本较大时简单便于工程应用,后者则在样本较小

时仍具有较高的精度,它们通过时域的全程分析,充分利用样本信息确定相关系数 A RM A (p , q)序列的均值

函数、方差函数和相关系数函数。在此基础上可进行高精度的频谱分析。
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Abstract: T he correlation coefficien t A RM A (p , q) series of w h ich m ean and variance m ay

vary w ith tim e is w idely used in engineering, such as pattern recogn ition, fault diagnosis, signal

p rocessing, autom atic con tro l, structure response analysis and so on. T he traditional co rrelation

function stationary A RM A (p , q) model is just a special case of that. T he conditional m ax im um

likelihood estim ation (M L E) and exact M L E for the correlation coefficien t A RM A (p , q) series

are established in th is paper,w h ich can obtain itsm ean function, variance function and correlation

coefficien t function w ith h igh p recision. T he conditional M L E is simp le and conven ien t fo r

engineering app lication w hen the samp le is large enough, and the exact M L E is still p recise in the

case of sm all samp le. Base on analyzing in tim e dom ain, the spectral analysis of co rrelation

coefficien t A RM A (p , q) series can be done.
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1　引　言

　　文献[ 1 ]提出相关系数平稳过程的概念,文献

[ 2 ]进一步建立相关系数平稳过程时频分析方法,

提出相关系数A R (p ) ,M A (q)和A RM A (p , q)序

列的概念,给出相关系数A R (p )序列的条件极大

似然估计和精确极大似然估计方法,讨论了相关

系数平稳过程 (序列)的谱密度、随机项谱密度和

趋势项谱密度,分析了线性系统对相关系数平稳

过程输入的响应。本文进一步建立相关系数

A RM A (p , q)序列分析方法。相关系数A RM A (p ,

q)序列是从非平稳序列中分离出来的一类工程上

常见且便于研究的时间序列,其均值和方差都可

随时间变化, 与均值和方差为常数的相关函数

A RM A (p , q)序列相比, 它能够更好地描述工程

中的时间序列。文中给出相关系数A RM A (p , q)

序列的条件极大似然估计和精确极大似然估计方

法。它们均能在时域进行全程分析,具有信息量大

的优点,可以高精度地确定相关系数A RM A (p ,

q)序列的均值函数、方差函数和相关系数函数。

2　相关系数A RM A (p , q)序列条件
　　　　极大似然估计方法

　　根据文献[ 2 ]中定义 1可知,对于相关系数平

稳过程 X ( t) , 令 X i= X ( ti) , ti= t0 + i∃ t, i= 1, 2,

⋯, n,其中 t0 和 ∃ t分别为采样初始时刻和采样间

隔, 则 X = (X 1, X 2, ⋯, X n )′为相关系数平稳序

列。再令 Y i= [X i- Λ(a , ti) ]öI (b, ti) ,若 Y= (Y 1,

Y 2,⋯, Y n)′为相关函数A RM A (p , q)序列,则称X

= (X 1, X 2, ⋯, X n )′为相关系数A RM A (p , q)序

列, 其中 E [X ( t) ]= Λ(a , t) , V ar [X ( t) ]= Ρ2
0 I

2 (b,

t ) ; a = (a0, a1, ⋯, ar)′, b= (b0, b1, ⋯, bs)′和 Ρ0 均

为待定参数。本文将详细讨论相关系数A RM A

(p , q)序列的均值 Λ(a , t) , 方差 Ρ2
0 I

2 (b, t)和自相

关系数 Θk (k = 1, 2, ⋯) 的确定。由相关函数

A RM A (p , q)序列理论可知[3 ] , Y满足A RM A (p ,

q)模型:

Y t - ∑
p

i= 1
ΓiY t- i = Εt - ∑

q

l= 1
ΗlΕt- l (1)

E [ΕtΕt- k ] =
0　 　k ≠ 0

Ρ2
Ε　　k = 0

　 (2)

　　设 x j i= x ( tj i) , tj i= tj 0+ i∃ t, i= 1, 2,⋯, n j ,是

相关系数平稳正态过程 X ( t)的第 j 个样本函数

的一组观测值。x j = (x j 1, x j 2,⋯, x jn j
)′为相关系

数A RM A (p , q)序列, y j = (y j 1, y j 2,⋯, y jn j
)′为相

关函数A RM A (p , q)序列, 其中 y j i = [ x j i- Λ(a ,

tj i) ]öI (b, tj i) , j = 1, 2,⋯, m。

首先讨论简单且便于工程应用的条件极大似

然估计方法。根据文献[ 2 ]中定理 2,在每个样本

的初始值 y j (1- p ) = y j (2- p ) = ⋯= y j 0 = Εj (1- q) =

Εj (2- q) = ⋯= Εj 0= 0 ( j = 1, 2,⋯, m )条件下,由 x 1,

x 2,⋯, xm 的联合密度函数可知,参数 a , b, Γ= (Γ1,

Γ2, ⋯, Γp )′, Η= (Η1, Η2,⋯, Ηq)′和 ΡΕ的条件对数似

然函数为:

lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ) = - ∑
m

j= 1

n j - Κ
2

ln (2Π) +

(n j - Κ) lnΡΕ + ∑
n j

i= Κ+ 1

Ε2
j i

2Ρ2
Ε

+ ∑
n j

i= Κ+ 1
ln I (b, tj i) (3)

式中 Κ= m ax (p , q) , Εj i可由下式递推得到:

Εj i = y j i - ∑
p

l= 1

Γly j ( i- l) + ∑
q

l= 1

ΗlΕj ( i- l) (4)

因此, a , b, Γ, Η和 ΡΕ的估计值可由下面极大似然

方程组求得:

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5ak

= -
1
Ρ2

Ε∑
m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1
Εj i

5Εj i

5ak
= 0　　　　k = 0, 1,⋯, r (5)

　　
5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)

5bk
= -

1
Ρ2

Ε∑
m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1
Εj i

5Εj i

5bk
- ∑

m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0

　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　k = 0, 1,⋯, s　 (6)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Γk

= -
1
Ρ2

Ε∑
m

j= 1
∑

n j

i= Κ+ 1
Εj i

5Εj i

5Γk
= 0　　　　k = 1, 2,⋯, p (7)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Ηk

= -
1
Ρ2

Ε∑
m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1
Εj i

5Εj i

5Ηk
= 0　　　　k = 1, 2,⋯, q (8)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5ΡΕ

= -
1
ΡΕ∑

m

j= 1

(n j - Κ) +
1
Ρ3

Ε∑
m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1

Ε2
j i = 0　　　　 (9)

　　由于
5Εj i

5ak
=

5Εj i

5bk
=

5Εj i

5Γk
=

5Εj i

5Ηk
= 0, i= 1- q, 2- q,⋯, 0,所以

5Εj i

5ak
,

5Εj i

5bk
,

5Εj i

5Γk
和

5Εj i

5Ηk
, i= 1, 2,⋯, n j ,可由下面
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诸式递推求得:

5Εj i

5ak
= -

1
I (b, tj i)

5Λ(a , tj i)
5ak

+ ∑
p

l= 1

Γl

I (b, tj ( i- l) )
5Λ(a , tj ( i- l) )

5ak
+ ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5ak
(10)

5Εj i

5bk
= -

y j i

I (b, tj i)
5I (b, tj i)

5bk
+ ∑

p

l= 1

Γly j ( i- l)

I (b, tj ( i- l) )
5I (b, tj ( i- l) )

5bk
+ ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5bk
(11)

5Εj i

5Γk
= - y j ( i- k) + ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5Γk
(12)

5Εj i

5Ηk
= Εj ( i- k) + ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5Ηk
　 (13)

式 (9)可以进一步简化为:

Ρ2
Ε =

1
n - m Κ∑

m

j = 1
∑

n j

i= Κ+ 1
Ε2

j i (14)

式中 n = ∑
m

j= 1
n j (15)

　　联立式 (5)～式 (8)求解 a , b, Γ和 Η时需迭代
计算,若采用拟牛顿迭代法、梯度法等传统计算方

法,则往往容易发散或收敛很慢,甚至导致不同的

初值,收敛于不同的解。所以,建议采用文献[ 4 ]中

方法求解。

式 (3)中,受条件 y j (1- p ) = y j (2- p ) = ⋯= y j 0=

Εj (1- q) = Εj (2- q) = ⋯= Εj 0= 0 影响较大的每个样本

前 Κ项 Εj 1, Εj 2,⋯, ΕjΚ已被剔除。当样本较大时,该

条件对式 (3)给出的对数似然函数影响很小,可以

忽略不计,因此,条件极大似然估计具有相当高的

精度,完全可以满足工程上的需要。

3　自相关系数计算方法

　　求得 Γ, Η和 ΡΕ后, 进一步由下面诸式计算

A RM A (p , q)序列相关系数 Θk (k= 1, 2,⋯)和 Ρ2
0

Θk = ΧköΧ0　　k = 1, 2,⋯ (16)

Ρ2
0 = Χ0　　　　　　　　 (17)

式中

Χ0 = l00 + ∑
p

i= 1
ΓiΧi　　　　　　　 (18)

(Χ1, Χ2,⋯, Χp )′= L - 1
ΧΧL 0Χ　　　　 (19)

Χk = ∑
p

i= 1
ΓiΧk- i + w k　　　　　　

　　　k = p + 1, p + 2,⋯ (20)

L ΧΧ = ( lil) p×p　　　　　　　　　 (21)

L 0Χ = ( l01, l02,⋯, l0p )′　 　　 　 (22)

lil = Γi- l + Γi+ l + ΓiΓl　　　　　 (23)

l0i =
∑

q

l= i

ΗlG l- iΡ2
Ε - Γi l00　i≤ q

- Γi l00　　　　　　i > q

(24)

l00 = 1 - ∑
q

i= 1
ΗiG i Ρ2

Ε　 　 　　 (25)

w k =
- ∑

q

i= k

ΗiG i- kΡ2
Ε　 　k ≤ q

　　0　　　 　　k > q

(26)

式中 Γ0= Η0= - 1;当 i> p 或 i< 0时, Γi= 0;当 i>

q时, Ηi= 0。G i为格林函数,可通过下式递推得到

(G 0= 1) :

G i = - Ηi + ∑
i

l= 1
ΓlG i- l　　i = 1, 2,⋯ (27)

　　相关系数A RM A (p , q)过程的自相关系数

Θk , k= 1, 2,⋯,也可以通过总体谱[3 ]求得:

Ρ2
0 =∫

Π

- Π
S Y (Ξ) d Ξ (28)

Θk =
1
Ρ2

0∫
Π

- Π
S Y (Ξ) ejΞkd Ξ 　k = 1, 2,⋯ (29)

式中

S Y (Ξ) =
ΡΕ

2

2Π
1 - Η1ej Ξ - Η2ej 2Ξ - ⋯ - Ηqe

j qΞ

1 - Γ1ej Ξ - Γ2ej 2Ξ - ⋯ - Γp ej p Ξ×

　　　
1 - Η1e- j Ξ - Η2e- j 2Ξ - ⋯ - Ηqe

- j qΞ

1 - Γ1e- j Ξ - Γ2e- j 2Ξ - ⋯ - Γp e- j p Ξ

(30)

式 (28)～式 (30)中的 j 为虚数单位。

此外, A RM A (p , q)模型的阶数可采用似然

比检验[1 ]、A IC 准则[5 ]或偏相关系数准则[5 ]确定。

4　相关系数A RM A (p , q)序列
　　精确极大似然估计方法

　　当样本量较小时,条件极大似然估计的误差

往往较大,为此,下面建立相关系数A RM A (p , q)

序列精确极大似然估计方法。

4. 1　相关系数A RM A (p , q)精确似然函数

　　根据文献[ 2, 6 ],参数 a , b, Γ, Η和 ΡΕ的精确对

数似然函数为:

lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ) = - ∑
m

j = 1

n j

2
ln (2Π) + 　　

n j lnΡΕ +
1
2

ln 8 +
1
2

ln D j +
1

2Ρ2
Ε
Εj′Εj -

1
2Ρ2

Ε
h j′D - 1

j h j + ∑
n j

i= 1
ln I (b, tj i) 　　 (31)

式中

Εj = (Εj 1, Εj 2,⋯, Εjn j
)′　　　 (32)

h j = (h j 1, h j 2,⋯, h j (p + q) )′　　 (33)
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8 =
Ρ- 2

Ε # C′

C Iq

　　　　　　 (34)

D j = 8 - 1 + F j′(L - 1
Η j )′L - 1

Η j F j　　 (35)

式中 Εj 和 h j 的元素可由下式递推得到:

　Εj i = y j i - ∑
p

l= 1

Γly j ( i- l) + ∑
q

l= 1

ΗlΕj ( i- l) (36)

　h j i =

∑
i

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Γp - i+ uΕj (u+ v)　　 i≤ p

- ∑
i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0

Αv Ηp + q- i+ uΕj (u+ v)　i > p

(37)

　 Αi = ∑
i

l= 1

ΗlΑi- l　　i = 1, 2,⋯, n j - 1　 (38)

式中 y j i= 0 ( i= 1- p , 2- p ,⋯, 0) , Εj i= 0 ( i= 1-

q, 2- q,⋯, 0)和 Α0= 1。 Iq 为 q×q阶单位矩阵, #
= (Χ u- v ) p×p , 其中 Χi ( i= 0, 1, ⋯, p - 1)由式

( 18 ) 和式 ( 19 ) 计算。L Η j = ( lΗuv ) n j×n j
, L - 1

Η j =

( l
3
Ηuv ) n j×n j

, F j = (f uv ) n j× (p + q)和 C = (cuv ) q×p的元素

分别为:

lΗuv =
- Ηu- v　　u ≥ v

　0　　　u < v
(39)

l3
Ηuv =

Αu- v　　　u ≥ v

　0　　　u < v
(40)

f juv =

Γp + u- v　　1≤ u ≤ v ≤ p

- Ηp + q+ u- v 1≤ u ≤ v - p ≤ q

　0　　　　其余

(41)

cuv =
G q- p - u+ v　q - p - u + v ≥ 0

　0　　　q - p - u + v < 0
(42)

其中G i为格林函数,由式 (27)给出。

4. 2　相关系数A RM A (p , q)序列精确极大似然估计

　　对式 (31)求偏导,得到求解参数 a , b, Γ, Η和 ΡΕ的极大似然方程组:

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5ak

= -
1
Ρ2

Ε∑
m

j = 1
Εj′

5Εj

5ak
- h j′D - 1

j
5h j

5ak
= 0　　　k = 0, 1,⋯, r　　　 (43)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5bk

= -
1
Ρ2

Ε∑
m

j = 1
Εj′

5Εj

5bk
- h j′D - 1

j
5h j

5bk
- ∑

m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k = 0, 1,⋯, s (44)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Γk

= -
m

2 8 ∑
p + q

i, l= 1
8 il

5Ξil

5Γk
-

1
2∑

m

j = 1
∑
p + q

i, l= 1

D j il

D j

5d j il

5Γk
- 　　　　　　　　

1
2Ρ2

Ε∑
m

j = 1
2Εj′

5Εj

5Γk
+ h j′D - 1

j
5D j

5Γk
D - 1

j h j - 2h j′D - 1
j

5h j

5Γk
= 0　　k = 1, 2,⋯, p (45)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Ηk

= -
m

2 8 ∑
p + q

i, l= 1

8 il
5Ξil

5Ηk
-

1
2∑

m

j = 1
∑
p + q

i, l= 1

D j il

D j

5d j il

5Ηk
- 　　　　　　　　

1
2Ρ2

Ε∑
m

j = 1
2Εj′

5Εj

5Ηk
+ h j′D - 1

j
5D j

5Ηk
D - 1

j h j - 2h j′D - 1
j

5h j

5Ηk
= 0　　k = 1, 2,⋯, q (46)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5ΡΕ

= -
1
ΡΕ∑

m

j= 1
n j +

1
Ρ3

Ε∑
m

j = 1

(Εj′Εj - h j′D - 1
j h j ) = 0　　　　　　　　　　 (47)

式 (47)可简化为:

Ρ2
Ε =

1
n∑

m

j= 1

(Εj′Εj - h j′D - 1
j h j ) (48)

式中 n由式 (15)给出;

5Εj i

5ak
= -

1
I (b, tj i)

5Λ(a , tj i)
5ak

+ ∑
p

l= 1

Γl

I (b, tj ( i- l) )
5Λ(a , tj ( i- l) )

5ak
+ ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5ak
　　　 (49)

5Εj i

5bk
= -

y j i

I (b, tj i)
5I (b, tj i)

5bk
+ ∑

p

l= 1

Γly j ( i- l)

I (b, tj ( i- l) )
5I (b, tj ( i- l) )

5bk
+ ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5bk
　　 　 (50)

5D j

5Γk
= - 8 - 1 58

5Γk
8 - 1 + F j′(L - 1

Η j )′L - 1
Η j

5F j

5Γk
+ F j′(L - 1

Η j )′L - 1
Η j

5F j

5Γk

′　　　 　　　 (51)

5D j

5Ηk
= - 8 - 1 58

5Ηk
8 - 1 - F j′(L - 1

Η j )′L - 1
Η j

5L Η j

5Ηk
L - 1

Η j F j - F j′(L - 1
Η j )′L - 1

Η j
5L Η j

5Ηk
L - 1

Η j F j
′+

F j′(L - 1
Η j )′L - 1

Η j
5F j

5Ηk
+ F j′(L - 1

Η j )′L - 1
Η j

5F j

5Ηk

′　　　　　 (52)
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5h j i

5Γk
=

∑
n j + p - k- i

v= 0
ΑvΕj ( i+ k+ v - p ) ∆(k ≥ p - i + 1) + ∑

i

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Γp - i+ u

5Εj (u+ v)

5Γk
　　　i≤ p

- ∑
i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Ηp + q- i+ u

5Εj (u+ v)

5Γk
　　　　　　　　　　　　　　　　 　i > p

(53)

5h j i

5Ηk
=

∑
i

u= 1
∑
n j - u

v= 0

Γp - i+ uΕj (u+ v )
5Αv

5Ηk
+ ∑

i

u= 1
∑
n j - u

v= 0

Αv Γp - i+ u
5Εj (u+ v )

5Ηk
　　　　　　　　i≤ p

- ∑
n j + p + q- k- i

v= 0
Αv Εj ( i+ k+ v- p - q) ∆(k ≥ p + q - i + 1) -

∑
i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Ηp + q- i+ uΕj (u+ v)

5Αv

5Ηk
- ∑

i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0
ΑvΗp + q- i+ u

5Εj (u+ v )

5Ηk
　　　　　　　i > p

(54)

5h j i

5ak
=

　∑
i

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Γp - i+ u

5Εj (u+ v)

5ak
　　i≤ p

- ∑
i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Ηp + q- i+ u

5Εj (u+ v)

5ak
　i > p

(55)

5h j i

5bk
=

　∑
i

u= 1
∑
n j - u

v= 0
Αv Γp - i+ u

5Εj (u+ v)

5bk
　　i≤ p

- ∑
i- p

u= 1
∑
n j - u

v= 0

Αv Ηp + q- i+ u
5Εj (u+ v)

5bk
　i > p

(56)

5Εj i

5Γk
= - y j ( i- k) + ∑

q

l= 1

Ηl
5Εj ( i- l)

5Γk
(57)

5Εj i

5Ηk
= Εj ( i- k) + ∑

q

l= 1
Ηl

5Εj ( i- l)

5Ηk
(58)

5Ξil

5Γk
=

1
Ρ2

Ε

5Χ( i- l)

5Γk
　　1≤ l≤ i≤ p

5c ( i- p ) l

5Γk
　p + 1≤ i≤ p + q, 1≤ l≤ p

　0　　　p + 1≤ l≤ i≤ p + q

5Ξli

5Γk
　　　　　　　i < l

(59)

5Ξil

5Ηk
=

1
Ρ2

Ε

5Χ( i- l)

5Ηk
　　1≤ l≤ i≤ p

5c ( i- p ) l

5Ηk
　p + 1≤ i≤ p + q, 1≤ l≤ p

　0　　　p + 1≤ l≤ i≤ p + q

5Ξli

5Ηk
　　　　　　　i < l

(60)

式中
5Εj i

5Γk
=

5Εj i

5Ηk
=

5Α0

5Γk
=

5Α0

5Ηk
= 0 ( i= 1- q, 2- q, ⋯,

0) ; Ξil, 8 il和 d j il, D j il分别为矩阵 8 和D j 的元素及

其代数余子式; ∆[g (x ) ]定义为: 当 g (x )成立时 ∆

[g (x ) ]= 1,否则 ∆[ g (x ) ]= 0;
5Χi

5Γk
和

5Χi

5Ηk
分别由下

面两式计算:

5(Χ1, Χ2,⋯, Χp )′
5Γk

= - L - 1
ΧΧ

5L ΧΧ

5Γk
L - 1

ΧΧL 0Χ + L - 1
ΧΧ

5L 0Χ

5Γk

(61)

5(Χ1, Χ2,⋯, Χp )′
5Ηk

= L - 1
ΧΧ

5L 0Χ

5Ηk
　　　　　 (62)

4. 3　相关系数A RM A (1, 1)精确极大似然估计

　　为了便于理解,同时也由于相关系数A RM A

(1, 1)序列是工程中最常见的情况,下面对相关系

数A RM A (1, 1)序列的精确极大似然估计进行专

门的讨论。此时式 (1)可简化为:

Y t - ΓY t- 1 = Εt - ΗΕt- 1 (63)

参数 a , b, Γ, Η和 ΡΕ的对数似然函数为:

lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ) = - ∑
m

j= 1

n j

2
ln (2Π) + 　

n j lnΡΕ +
1
2

ln 8 +
1
2

ln D j + 　

1
2Ρ2

Ε
S j (a , b, Γ, Η) + ∑

n j

i= 1
ln I (b, tj i) (64)

式中 8 =
(Γ- Η) 2

1 - Γ2 　　　　　 (65)

D j =
1 - Γ2

(Γ- Η) 2 +
1 - Η2n j

1 - Η2 (66)

S j (a , b, Γ, Η) = ∑
n j

i= 1
∑

i

l= 1
Ηi- l (y j l - Γy j ( l- 1) )

2
+

(Η2 - 1) (Η- Γ) 2

(1 - ΓΗ) 2 - Η2n j (Η- Γ) 2 ×

∑
n j

i= 1
∑

i

l= 1
Η2i- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) )

2
(67)

其中, y j 0= 0。对式 (64)求偏导,得到参数 a , b, Γ, Η
和 ΡΕ的极大似然方程组:
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5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5ak

= -
1

2Ρ2
Ε∑

m

j= 1

5S j (a , b, Γ, Η)
5ak

= 0　　　　　　　k = 0, 1,⋯, r　　　　　　 (68)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5bk

= -
1

2Ρ2
Ε∑

m

j= 1

5S j (a , b, Γ, Η)
5bk

- ∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0　k = 0, 1,⋯, s (69)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Γ = -

m
2 8

5 8
5Γ - ∑

m

j= 1

1
2 D j

5 D j

5Γ -
1

2Ρ2
Ε∑

m

j= 1

5S j (a , b, Γ, Η)
5Γ = 0　　　 (70)

5lnL (a , b, Γ, Η, ΡΕ)
5Η = -

m
2 8

5 8
5Η - ∑

m

j= 1

1
2 D j

5 D j

5Η -
1

2Ρ2
Ε∑

m

j= 1

5S j (a , b, Γ, Η)
5Η = 0　　　 (71)

Ρ2
Ε =

1
n∑

m

j= 1
S j (a , b, Γ, Η) 　　　 (72)

式中 n由式 (15)给出;

5S j (a , b, Γ, Η)
5Γ = - 2∑

n j

i= 1
∑

i

l= 1
Ηi- l (y j l - Γy j ( l- 1) )∑

i

l= 1
Ηi- ly j ( l- 1) +

2 (Η2 - 1) 2 (Η- Γ) (1 - ΓΗ)
(1 - ΓΗ) 2 - Η2n j (Η- Γ) 2 2 ∑

n j

i= 1
∑

i

l= 1

Η2i- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) )
2

-

2 (Η2 - 1) (Η- Γ) 2

(1 - ΓΗ) 2 - Η2n j (Η- Γ) 2∑
n j

i= 1
∑

i

l= 1
Η2i- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) )∑

n j

i= 1
∑

i

l= 1
Η2i- l- 1y j ( l- 1) (73)

5S j (a , b, Γ, Η)
5Η = 2∑

n j

i= 1
∑

i

l= 1
Ηi- l (y j l - Γy j ( l- 1) )∑

i

l= 1

( i - l) Ηi- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) ) +

∑
n j

i= 1
∑

i

l= 1
Η2i- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) )

2
×

2Η2n j (n j - 1) Η2 - n j (Η- Γ) 4 - 2Η(Η- Γ) (1 - ΓΗ) (1 - Γ2 - 2Η2 + ΓΗ+ ΓΗ3)
Η (1 - ΓΗ) 2 - Η2n j (Η- Γ) 2 2 +

2 (Η2 - 1) (Η- Γ) 2

(1 - ΓΗ) 2 - Η2n j (Η- Γ) 2∑
n j

i= 1
∑

i

l= 1
Η2i- l- 1 (y j l - Γy j ( l- 1) )∑

n j

i= 1
∑

i

l= 1

(2i - l - 1) Η2i- l- 2 (y j l - Γy j ( l- 1) )

(74)

5　结　论

　　 (1) 相关系数A RM A (p , q)序列是工程中常

见的一类时间序列,其均值和方差通常随时间而

变化, 与均值和方差为常数的相关函数A RM A

(p , q)序列相比,它能够更好地描述工程中的时间

序列。传统的A RM A (p , q)序列仅是它的一个特

例。

(2) 建立了相关系数A RM A (p , q)序列分析

方法,该方法可以在时域进行全程分析,具有信息

量大的优点,能够高精度地确定相关系数A RM A

(p , q)序列的均值函数、方差函数和相关系数函

数。

(3) 相关系数A RM A (p , q)序列的条件极大

似然估计在样本较大时具有相当高的精度,而且

简单便于工程应用。

(4) 相关系数A RM A (p , q)序列精确极大似

然估计在样本较小时仍具有精度高的优点。

(5) 采用本文方法求得相关系数A RM A (p ,

q)序列的均值函数、方差函数和相关系数函数后,

再结合文献 [ 2 ]中方法可以对相关系数A RM A

(p , q)序列进行高精度的频谱分析。

( 6) 本文方法不但对各态历经的相关系数

A RM A (p , q)序列适用, 而且对非各态历经的相

关系数A RM A (p , q)序列也适用,前者只需m≥

1,后者则要求m≥2。
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